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Resumo. Este meta-artigo descreve sinteticamente a Andlise de Componente Princi-
pais (PCA) .

1 Introducao

Andlise de Componentes € um modelo fatorial no qual os fatores sdo baseados na va-
ridncia total. Na andlise de componentes, unidades (1s) sdo usadas na diagonal da matriz de
correlagdo; esse procedimento implica computacionalmente que toda a variancia € comum ou
compartilhada.

Anadlise de Componentes principais € um dos métodos multivariados mais simples. O
objetivo da andlise € tomar p varidveis X;, Xy, ..., X, e encontrar combinacOes destas para
produzir indices 7, Z», . . ., Z,, que sejam ndo correlacionados na ordem de sua importancia, e
que descreva a variagdo nos dados. A falta de correlacao significa que os indices estdo medindo
diferentes "dimensdes"dos dados, e a ordem é tal que Var(Z,) > Var(Zy) > ... > Var(Z,),
em que Var(Z;) denota a variancia de (Z; ). Os indices Z sdo entdo os componentes principais.

1.1 Procedimento para uma analise de componentes principais

Uma anélise de componentes principais comeca com dados de p varidveis para n indi-
viduos, como indicado na Tabela 3. O primeiro componente principal é entdo a combinagdo

linear das varidveis X, Xy, ..., X,

Z1 = CLHXl + CL12X2 + ..+ CLlep
que varia tanto quanto possivel para os individuos, sujeitos a condicao de que
ZQ = CL21X1 + a22X2 + ...+ G’QPXP

Assim Var(Z;) , a varidncia de 7, é tdo grande quanto possivel dada esta restri¢ao sobre
as constantes ay;. A restri¢do ¢ introduzida porque se isto ndo ¢ feito, entdo Var(Z;) pode ser
aumentada fazendo simplesmente crescer qualquer um dos valores a;;.

O segundo componente principal

ZQ = CL21X1 + CZQQXQ + ...+ angp
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¢ escolhido de modo que Var(Z,) seja tdo grande quanto possivel sujeito a restricdo de
que
2 2 2
Ay + Ag9, .., A5, =1

e também a condicdo de que Z; e Z, tenham correlagcdo zero para os dados. O terceiro compo-
nente principal,
Z3 = CL31X1 + a32X2 + ...+ angp

¢ tal que a Var(Z3) seja tdo grande quanto possivel sujeita a restricdo de que
2 2 2
a31 +a32,,a3p — 1

e também que Z3 seja ndo correlacionada com ambas Z; e Z,. Posteriores componentes prin-
cipais sdo definidos continuando da mesma maneira. Se existem p varidveis, entdo existirdo no
maximo p componentes principais.

Para se usar os resultados de uma andlise de componentes principais, ndo € necessario
saber como as equagdes, para 0s componentes principais, sao obtidas.

Entretanto, € util entender a natureza das equagdes. De fato, uma andlise de componentes
principais envolve encontrar os autovalores de uma matriz de covariancias amostral.

A matriz de covaridncias € simétrica e tem a forma:

11 C2 ... Cip

Co1 Co2 ... Cyp
C =

Cp1 Cp2 ... Cpp

em que o elemento c¢;; na iagonal € a variancia de X; e o termo fora da diagonal c;; € a covari-
ancia entre as varidveis X; X;.

As variancias dos componentes principais sao os autovalores da matriz C. Existem p
destes autovalores, alguns dos quais podem ser zero. Autovalores negativos ndo sao possiveis
para uma matriz de covariancia. Assumindo que os autovalores estdo ordenados como \; >
A2 > ... > ), > 0, entdo \; corresponde ao i-ésimo componente principal

Zi = aile + aing +...+ (lipo

Em particular, Var(Z;) = A, e as constantes a;1, a2, - . . , @;, 530 os elementos do correspon-
dente autovetor, escalonado de modo que
2 2 2
a,ll —l—CLZ-Q,...,CI,ip - ]_
Uma propriedade importante dos autovalores € que a soma deles € igual a soma dos elementos
da diagonal (o trago) da matriz C. Isto &,

)\1+>\2—|—...+)\p2011+622+...+cpp

Porque ¢;; € a variancia de X; e \; é a variancia de Z;, isto significa que a soma das
variancias dos componentes principais é igual 4 soma das variancias das varidveis originais.
Portanto, em certo sentido, os componentes principais contam com toda a variacao nos dados
originais.



A fim de evitar uma ou duas varidveis tendo um indevida influéncia nos componentes
principais, € usual codificar as varidveis X, Xy, ..., X, para terem médias zero e variincias
um no inicio de uma anélise. A matriz C entdo toma forma

1 Cl2 ... Cip
Co1 1 <o Cop
C=
Cp1 Cp2 ... 1

em que ¢;; = cj; € a correlacdo entre X; e X;. Em outras palavras, a andlise de componentes
principais € feita sobre a matriz de correlacdo. Neste caso, a soma dos termos da diagonal, e,
portanto, a soma dos autovalores, € igual a p, o nimero de varidvies X.

Os passos em uma andlise de componentes principais podem agora ser estabelecidos:

a) Comece codificando as varidveis X1, Xy, ..., X, para terem médias zero e varidncias uni-
tarias. isto € usual, mas é omitido em alguns casos em que se assume que a importancia
das varidveis € refletida em suas variancias.

b) Calcule a matriz de covariancias C. Esta € uma matriz de correlagdes se o passo 1 foi feito.

¢) Encontre os autovalores A, g, ..., A\,e os correspondentes autovetores ap, ag, . . ., a,. Os
coeficientes do i-ésimo componente principal sdo entdo os elementos de a;, enquanto que
A; € sua variancia.

d) Descarte quaisquer componentes que explicam somente uma pequena proporcao da variacao
nos dados. Por exemplo, come¢ando com 20 varidveis, pode ser obtido que os primei-
ros trés componentes expliquem 90% da variancia total. Com base nisto, ou outros 17
componentes podem ser razoavelmente ignorados.

Padronizacdo das medidas assegura que todas elas t€m o mesmo peso na andlise. Omitir
a padronizacao significaria que as varidveis X; e Xo, as que mais variam nos 49 pdssaros,
tenderiam a dominar 0os componentes principais.

A matriz de covariancias para as varidveis padronizadas é a matriz de correlacdes. Esta
jé foi dada na forma diagonal inferior na Tabela 2. Os autovalores desta matriz sao encontra-
dos como sendo \; = 3,616, Ay = 0,532, A3 = 0,386, \y, = 0,302 e A5 = 0,165. Estes
somam 5(cinco) a soma dos termos da diagonal na matriz de correlacdo. Os autovetores cor-
respondentes sdo mostrados na Tabela 1, padronizados de modo que a soma dos quadrados dos
coeficientes seja uma para cada um deles. Estes autovetores entdo fornecem os coeficientes dos
componentes principais.

O autovalor para um componente principal indica o quanto de variancia ele contém do
total de variancias de 5(cinco). Assim o primeiro componente principal explica (3,616/5) x
100% = 72% da variancia total. Similarmente, os outros componentes principais em ordem
contam por 10, 6%, 7, 7%, 6% e 3, 3%, respectivamente, da variancia total. Claramente, o pri-
meiro componente € de longe mais importante do que qualquer um dos outros.

Outra maneira de olhar a importancia relativa de componentes principais € em termos de
suas varidncias em comparac¢ao com as variancias das varidveis originais. Apds a padronizacao,
as variaveis originais t€m variancia 1, 0. O primeiro componente principal tem, portanto, uma
variancia de 3,616 das varidveis originais. Entretanto, o segundo componente principal tem
uma variancia de somente 0, 532 das varidveis originais, enquanto que 0s outros componentes
principais explicam ainda menos variacdo. Isto confirma a importancia do primeiro componente
principal em comparac¢do com 0s outros.



O primeiro componente principal é
Zp =0,452X, +0,462X, + 0,451X3 4 0,471.X, + 0, 398 X5

em que X; a X5 s@o as varidveis padronizadas. Os coeficientes das varidveis X sdo aproxima-
damente iguais, e este é claramente um indice do tamanho das pardocas. Parece, portanto, que
em torno de 72, 3% da variagdo nos dados estdo relacionados a diferencas de tamanho entre as
pardocas.

O segundo componente principal é:

Zy = —0,051X; +0,300X, + 0,325X5 + 0, 185X, — 0,877.X5

Este € principalmente um contraste entre varidveis X(extensdo alar), Xs(comprimento do bico
e cabeca) e X (comprimento do imero) de um lado, e varidvel X5(comprimento da quilha do
esterno) de outro. Isto € o mesmo que dizer, Z, serd alto se X5, X3eX, forem altos, mas X5
for baixo. Por outro lado, Z, serd baixo se X5, X3eX, forem baixos, mas X5 for alto. Portanto
Z representa uma diferenca de forma entre pardocas. O baixo coeficiente de X;(comprimento
total) significa que o valor desta varidvel ndo afeta muito Z. Os outros componentes principais
podem ser interpretados de uma maneira similar. Eles representam portanto outros aspectos de
diferencas de forma.

Os valores dos componentes principais podem ser tteis para andlise posteriores. Eles sao
calculados de maneira ébvia das varidveis padronizadas. Assim para o primeiro passaro, os
valores das varidveis sdo x; = 156, xo = 245, x3 = 31,6, x4 = 18,5, e x5 = 20, 5. Estes sdo
padronizados para 1 = (156 — 157,980)/3,654 = —0, 542, x5 = (245 — 241,327) /5,068 =
0,725,253 = (31,6 — 31,459) /0,795 = 0,177,x4 = (18,5 — 18,469)/0,564 = 0,055 e x5 =
(20,5—20,827)/0,991 = —0330, em que em cada caso a média da varidvel para os 49 passaros
foi subtraida e uma divisdo foi feita pelo desvio-padrio!

Il—f

g

amostral para os 49 péssaros. O valor do primeiro componente principal para o primeiro passaro
€ portanto

Z1 = 0,452 (—0, 452)+0, 462x (0, 725)+0, 451 x (0, 177)+0, 471 x (0, 055)+0, 398 x (—0, 330)

7, = 0,064

O segundo componente principal para o mesmo passaro €
Zy = —0,051x(—0,542)+0, 300% (0, 725)+0, 325% (0, 177)+0, 185% (0, 055)—0, 877x (—0, 330)

Zy = 0,602

Tabela 4: Medida do corpo das pardocas

Passaros | X, | Xo | X5 [ Xy | X5
1 156 | 245 | 31,6 | 18,5 | 20,5
2 154 |1 240 | 30,4 | 17,9 | 19,6

1¢ a raiz quadrada da variancia



(...Continuagdo)

Passaros | X; | Xo | X3 | Xy | X;
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155
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243
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239
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238
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237
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245
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239
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245
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243
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242
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242
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245
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31,0
30,9
31,5
32,0
30,9
32,8
32,7
31,0
31,3
31,1
32,3
32,0
31,5
30,9
31,4
30,5
30,3
32,5
31,5
31,4
31,5
32,6
30,3
31,7
31,0
32,2
33,1
30,1
30,3
31,6
31,8
30,9
30,9
31,9
30,4
30,8
31,2
33,4
31,0
31,7
31,5
32,1
30,7
31,9
30,6

18,4
17,7
18,6
19,0
18,4
18,6
19,1
18,8
18,6
18,6
19,3
19,1
18,1
18,0
18,5
18,2
18,5
18,6
18,0
18,0
18,2
18,8
17,2
18,8
18,5
19,5
19,8
17,3
18,0
18,8
18,5
18,1
18,5
19,1
17,3
18,2
17,9
19,5
18,1
18,2
18,4
19,1
17,7
19,1
18,6

20,6
20,2
20,3
20,9
20,2
21,2
21,1
22,0
22,0
20,5
21,8
20,0
19,8
20,3
21,6
20,9
20,1
21,9
21,5
20,7
20,6
21,7
19,8
22,5
20,0
21,4
22,7
19,8
23,1
21,3
21,7
19,0
21,3
22,2
18,6
20,5
19,3
22,8
20,7
20,3
20,3
20,8
19,6
20,4
20,4




(...Continuagdo)
Passaros | X; | Xo | X3 | Xy | X;
48 162 | 245 | 32,5 | 18,5 | 21,1
49 164 | 248 | 32,3 | 18,8 | 20,9
Fonte: Bumpus,H. C. (1998), Biological Lectures, 11th Lecture, Marine Biology Laboratory, Woods
Hole, MA, p.209-226.

Nota: X; = comprimento total, X = extensao alar, X3 = comprimento do bico e cabeca, X, =
comprimento do imero, X5 = comprimento da quilha do esterno. Padssaros de 1 a 21 sobreviveram,
pdassaros de 22 a 49 morreram.



Tabela 1: Os autovalores e autovetores da matriz de correlagdo para cinco medidas em 49
pardocas, observe o c6digo 3

Autovetores (coeficientes para os componentes principais)

Componente  Autovalor X, X X3 X4 X5
1 3,616 0,452 0,462 0,451 0,471 0,398
2 0,532 -0,051 0,300 0,325 0,185 -0,877
3 0,386 0,691 0,341 -0455 -0411 -0,179
4 0,302 -0,420 0,548 -0,606 0,388 0,069
5 0,165 0,374 -0,530 -0,343 0,652 -0,192

Tabela 2: Correlagdes entre as cinco medidas do corpo de pardocas calculadas dos dados da
Tabela 4

X Xs X3 Xy X5

X, comprimento total 1,000

X5 extensao alar 0,735 1,000

X3 comprimento do bico e cabeca 0,662 0,674 1,000

X4 comprimento do imeros 0,645 0,769 0,763 1,000

X5 comprimento da quilha do esterno 0,605 0,529 0,526 0,607 1,000

Tabela 3: Forma dos dados para uma analise de componentes principais, com varidveis X; e X,
e observagdes de n casos

Caso X; Xy, ... X,
1 a1 921 <o Qup
2 agq Q22 ... Q2p

n Ap1  QAp2 ... Qpp




Exemplo 1 — Cdédigo PCA

1 X=[156,245,31.6,18.5,20.5;154,240,30.4,17.9,19.6;
> 153,240,31,18.4,20.6;153,236,30.9,17.7,20.2;

3 155,243,31.5,18.6,20.3;163,247,32,19,20.9;

4 157,238,30.9,18.4,20.2;155,239,32.8,18.6,21.2;
s 164,248,32.7,19.1,21.1;158,238,31,18.8,22;

¢ 158,240,31.3,18.6,22;160,244,31.1,18.6,20.5;

7 161,246,32.3,19.3,21.8;157,245,32,19.1,20;

s 157,235,31.5,18.1,19.8;156,237,30.9,18,20.3;

9 158,244,31.4,18.5,21.6;153,238,30.5,18.2,20.9;
o 155,236,30.3,18.5,20.1;163,246,32.5,18.6,21.9;
n 159,236,31.5,18,21.5;155,240,31.4,18,20.7;

2 156,240,31.5,18.2,20.6;160,242,32.6,18.8,21.7;
3 152,232,30.3,17.2,19.8;160,250,31.7,18.8,22.5;
4 155,237,31,18.5,20;157,245,32.2,19.5,21.4;

s 165,245,33.1,19.8,22.7;153,231,30.1,17.3,19.8;
6 162,239,30.3,18,23.1;162,243,31.6,18.8,21.3;

7 159,245,31.8,18.5,21.7;159,247,30.9,18.1,19;

s 155,243,30.9,18.5,21.3;162,252,31.9,19.1,22.2;
v 152,230,30.4,17.3,18.6;159,242,30.8,18.2,20.5;
0 155,238,31.2,17.9,19.3;163,249,33.4,19.5,22.8;
n 163,242,31,18.1,20.7;156,237,31.7,18.2,20.3;

» 159,238,31.5,18.4,20.3;161,245,32.1,19.1,20.8;
» 155,235,30.7,17.7,19.6;162,247,31.9,19.1,20.4;
»« 153,237,30.6,18.6,20.4;162,245,32.5,18.5,21.1;
s 164,248,32.3,18.8,20.9]

2% [n,m]=size (X)%Tamanho da matriz X

27 Xmed=mean (X)% Media da matriz

23 R=CORRCOEF (X)

29 c=cov (X)

30 v=(var (X))

31 desv=sqgrt (var (X)) %E a raiz quadrada da variancia
» av=eig(R)

33 sum(av)

3 [VB,DB] = eig(R)

35 K=X(1,1:m)- Xmed

3 [a,b]l=size (K);

37

33 for I=l:a

39 for J=1:b

40 w(I,J)=K(I,J)/desv(I,Jd);
41 end

2 end

43 W

44
45 Z=VB'’ xw’
46 "SPCA 71, 72, 73, Z4 e 75




Exemplo 2 — Cédigo Resposta MatLab

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

n =

49

Xmed =

157.9796

1.0000
0.7350
0.6618
0.6453
0.6051

13.3537
13.6110
1.9221
1.3306
2.1922

13.3537

desv =

3.6543

av =

0.1645
0.3016
0.3864
0.5315
3.6160

241.

o O O - O

13.
25.
. 7136
L1977
.6578

25.

3265

.7350
.0000
L6737
.7685
.5290

6110
6828

6828

.0678

31

o O P O O

O O O N

.4592

.6618
L6737
.0000
. 7632
.5263

.9221
.7136
.6316
.3423
.4146

.6316

.7948

18.

O P O O O

o O O N

4694

.6453
.7685
.7632
.0000
.6066

.3306
L1977
.3423
.3184
.3394

.3184

.5643

20.

= O O o O

O O O NN

8265

.6051
.5290
.5263
.6066
.0000

.1922
.6578
4146
.3394
.9828

.9828

.9914




Exemplo 3 — Cédigo (...Continuagdo)Resposta MatLab

1 ans =

2

3 5

4

5

s VB =

7

8 0.3739 0.4204 -0.6905 -0.0507 0.4518
9 -0.5301 -0.5479 -0.3405 0.2996 0.4617
10 -0.3428 0.6063 0.4545 0.3246 0.4505
1 0.6517 -0.3883 0.4109 0.1847 0.4707
12 -0.1924 -0.0689 0.1785 -0.8765 0.3977
13

14

15 DB =

16

17 0.1645 0 0 0 0
18 0 0.3016 0 0 0
19 0 0 0.3864 0 0
20 0 0 0 0.5315 0
21 0 0 0 0 3.6160
2

23

u K =

25

26 -1.9796 3.6735 0.1408 0.0306 -0.3265
27

28

29 W =

30

31 -0.5417 0.7249 0.1772 0.0542 -0.3294
EY)

3

¥ L =

35

36 -0.5488

37 -0.5158

38 0.1712

39 0.6008

40 0.0643

41

)

43 ans =

44

45 -0.5488 -0.5158 0.1712 0.6008 0.0643

46
47 >>
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